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MODELAREA MATEMATICA A SISTEMELOR FIZICE iN TIMP
CONTINUU

A. Obiectivele lucrarii

 Fixarea notiunii de model matematic;

« Insusirea modului de constructie a modelelor matematice ale sistemelor liniare pe baza
modelarii fenomenelor elementare;

* Familiarizarea cu modul de utilizare a programului Matlab in problema modelarii
matematice a sistemelor liniare.

B. Consideratii pregatitoare

Descrierea analiticd a proceselor din cadrul sistemelor fizice se face cu ajutorul modelelor
matematice (MM) ale sistemelor si ale semnalelor. MM ale sistemelor reprezintd operatori care
se aplici MM ale semnalelor de intrare si furnizeazi MM ale semnalelor de iesire. In consecinta
MM ale sistemelor redau dependenta intre marimile sistemului respectiv considerate ca functii
de timp.

MM ale sistemelor in timp continuu sunt reprezentate in domeniul timp de ecuatii integro-
diferentiale sau de sisteme de ecuatii integro-diferentiale. Sistemele in timp continuu sunt
caracterizate Tn mod obisnuit de doud categorii de modele matematice :

- modelele matematice intrare-iesire (MM-II); u y
—» S [ »

- modelele matematice intrare-stare-iesire (MM-ISI).

In principiu, unui sistem fizic dat i se poate atasa atat un MM-II cat si un MM-ISI.  FIG.1.

Sistemele lineare pot fi reprezentate si in domeniul imaginilor de MM cu variabile complexe. Se
folosesc

- matricea de transfer - la sistemele multivariabile la intrare §i / sau la iesire (MIMO)
- functia de transfer - la sistemele monovariabile la intrare si la iesire (SISO).

In domeniul imaginilor semnalele de iesire se obtin prin combinarea MM cu variabile complexe
ale sistemelor cu imaginile semnalelor de intrare.
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1. Modele matematice lineare ale STC, in domeniul timp

a) MM-II pentru STC de tip SISO (fig.1.,u,y[JR) au forma canonica

any(®)+ ...+ ar YO+ a0 y(®) = b u™+ ...+ b U+ bou(®), (1)
cu conditiile initiale:
yWi=on-1, @)

y(t) reprezintd marimea de iesire iar u(t) marimea de intrare, n este ordinul sistemului iar m
gradul de anticipare al sistemului. La sistemele strict cauzale n > m iar la cele aflate la limita
realizabilitatii fizice n = m. Polinomul p(s) = a,s" +an1s"* +... + a1 S + ao se numeste polinom

caracteristic al sistemului.
Exemplul 1: Determinarea MM-II al unui cuadripol electric

Se considera circuitul din fig.2. privit ca sistem cu orientarea u; — uy La momentul initial
condensatorul este incarcat cu tensiunea uc, iar curentul prin circuit este i(0)=0. Se cere sa se
determine MM-II al sistemului.

Pentru rezolvare se pleacad de la ecuatiile circuitului electric care exprima bilantul dintre
tensiunea de intrare si caderile de tensiune din circuit, respectiv tensiunea de iesire in functie de
caderile de tensiune din circuit:

t

4O 4 (0 3) uz(t) = é J’ iOdt+ue,, (4
0

w (t) = Ri(t)+ L —= gt

Obtinerea MM-II impune eliminarea curentului i(t) care, din punctual de vedere al orientdrii
sistemului are rol de marime auxiliara. In acest scop se deriveaza relatia (4)

s1 se inlocuieste rezultatul in (3). Se obtine: i R=13kQ L=3H

LCU2(t)+ RC u2(t) + uz(t) = us(t) (5) > ] e

Intrucat u, este tensiunea la bornele condensatorului si u i u
1 2

uz(t):éi(t),vom avea si U,(0) = uc,, C=0.15uF T

respectiv U, (0) = 0 .Relatia (5) impreuna cu aceste conditiile FIG.2.

initiale reprezintd MM-II cautat.

Numeric MM este :
. 1300
0, (t)+

(t)+ 29 105y (t)— 20 508 uy(t)  U,(0)=ucy,u(0) =05

Observatie: Se remarca faptul ca avem de-a face cu un element de tip proportional cu
temporizare de ordinul al doilea (ET- PTZ) avand :
- coeficientul de transfer : K=1

* MM-II al unui ET-PT2 are forma: T2Y(t) + 2 [ OT Gy(t) + y(t) = K CU(t)
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) . 1 -1
- pulsatia naturala: th = ——= =1490,71sec
P JLC
. R [C _
- factorul de amortizare: (= AL 0,1453.

b) MM-ISI al unui sistem in timp continuu este reprezentat de un sistem de ecuatii diferentiale
de ordinul I numite ecuatii de stare, care permit calculul derivatelor marimilor de stare
(estimeaza tendinta de evolutie a sistemului) si de un sistem de relatii algebrice numit ecuatii de
iegire, care permit calculul marimilor de iesire. Ca marimi de stare trebuie alese acele marimi
care nu prezintd salturi in raport cu timpul: spatiul, viteza,... , deplasarea unghiulara, viteza
unghiulara,...in sistemele mecanice, tensiunile la bornele condensatoarelor, curentii prin bobine
la circuitele electrice inductive, ... in sistemele electrice, temperatura si derivatele sale in
sistemele termice etc.

Pentru sistemele lineare, MM-ISI au forma canonica:
X(t) = AX(t) + Bu(t); X(to) = xo
y(t) = Cx(t) + Du(t) ’ ©)

In cazul strict cauzal D = 0, iar la limita cauzalititii D # 0. In (6) u(t)JR ™ este vectorul
marimilor de intrare, y(t)[JR ¢ este vectorul marimilor de iesire x(t)(JR " reprezintd vectorul
mdrimilor de stare. Matricele au dimensiuni corespunzatoare operatiilor cu acesti vectori.
Distingem: matricea sistemului A(n,n), matricea de comanda B(n,q), matricea de iesire C(p,n),
matricea de interconexiune (intrare-iesire) D(p,q). Daca sistemul este monovariabil la intrare si
la iesire atunci B=b (vector coloani) si C=¢" (vector linie). Pentru un sistem fizic MM-ISI nu
sunt unice.

Plecand de la MM-ISI polinomul caracteristic se determind cu relatia:
W(s) = det(s 0 - A). (7

Asadar, el este dat numai de matricea sistemului.
Dimensiunea lui x, adicd numarul n al variabilelor de stare, se numeste ordinul sistemului. El
indica numarul elementelor concentrate acumulatoare de energie din structura sistemului.

Exemplul 2. Determinarea MM-ISI al unui cuadripol electric
Sa se determine un MM-ISI pentru circuitul electric din fig.2 considerat ca sistem potrivit
exemplului 1.

Sistemul are doua elemente concentrate acumulatoare de energie, inductanta L si capacitatea C.
Deci este de ordinul al doilea. Ca urmare pentru modelare vom utiliza doud variabile de stare.
Consideram ca variabile de stare curentul prin bobina i(t) care caracterizeaza energia acumulata
in cdmpul magnetic cdruia i1 corespunde inductanta L si tensiunea pe condensator uc(t) = ux(t)
care caracterizeaza energia acumulata in campul electric cdruia ii corespunde capacitatea C.
Asadar, vectorul marimilor de stare este:

X0 gj(t(i)g ®
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Din relatiile (3) si (4) se deduc pentru derivatele marimilor de stare ecuatiile:

éu%:) = -—1(t) - Iuc (t)+ %ul ®

©)
Eﬂuc ® _ li(t)
Hda C

Relatiile (9) impreuna ecuatia marimii de iesire si cu conditiile initiale:
i(0)=0, uC(O) = Uco

(10)
reprezintd un MM-ISI al sistemului din fig.2. In formd matriceala el se scrie:
0  OR _10O
i) o _O0°7 ~ (t)D 0i0) 000 O
. "B1 EEJ Ll (1), Q.of .8
c (t)|:| o= H )|:| coll
B nfe
ai(t) D
= 1
ﬁ-’z [ ] %J (t)
(11)
Numeric, pentru datele din fig. 2 se obtine :

' D 1300 lD

i(t) O _ % (t) D 0i(0) D_ 0o D
c(tD éﬂos 0 D (t) %H ’ %J (OD coD

U

Lo

U

U
TR
(12)

2. Modele matematice ale STC in domeniul imaginilor

Aceste MM, caracteristice sistemelor lineare, au, atunci cand se foloseste transformata Laplace
bilaterald sau atunci cand se foloseste transformata Laplace unilaterald in conditii initiale nule,
forma:

y(s) = H(s)u(s). (13)
y(s) reprezintd imaginea Laplace a lui y(t) si are dimensiunea (p,1); u(s) reprezintd imaginea
Laplace a lui u(t) si are dimensiunea (q,1); H(s) este matricea de transfer si are dimensiunea
(p,q). Componentele sale, Hji(s), se numesc functii de transfer (f.d.t.).

In particular, pentru sisteme de tip SISO, matricea de transfer se reduce la o singura f.d.t. Ea se
obtine (14) trecand MM-II (1), in conditiile precizate, in domeniul operational si calculand
raportul intre imaginea Laplace a marimii de iesire si imaginea Laplace a marimii de intrare.
bms™ + bmas™ ™ +...xS + bo (14)

H(s) = .
ans"+ana1s"t+...+ai1S +ao

Radacinile polinomului de la numardtorul sistemului se numesc zerourile sistemului iar
radacinile polinomului caracteristic se numesc polii sistemului.
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In cazul utilizarii transformatei Laplace unilaterale, MM-II in domeniul operational contine si

conditiile initiale, avand forma:
n-1

y(s) = H(s)u(s)+ Z [Hyi (5)Y?(0) -Hui 5) u®(0)] (15)

unde 0. poate fi inlocuit cu 0, daca e cazul, H(s) este dat de (10) iar :
bns" " +...0i.0S + iy

-1
ans"tanas"t...ta;s+ap

anSn-l-l+---ai+25+ai+1 (16)

Hui(s)z
ans"+anas"t+...+aiS+ao

) Hyi (S) =

Exemplul 3. Determinarea MM-II operational al cuadripolului din exemplul 1.

Pornind de la MM-II dat de relatia (5) si tinand seama de conditiile initiale se obtine, in final,
prin aplicarea relatiilor (13), (12) si (14) relatia:

1 1 R . . 1.
U (8) = —— 7 [ u )+ 6+ Puce 00 cu ty(0)=Zi0)  (17)
s+ —S+ —
L LC
W
Pornind de la MM-ISI in forma canonica (5), matricea de transfer se poate calcula cu relatia:
H(s) =C(sI-A)'B+D (18)
Exemplul 4. Calculul f.d.t. a circuitului din fig. 2
Plecand de la MM-ISI (9), cu formula (14) se obtine:
1
H(s) = uz(s) _ RLC - (19)
ul(s) 52 + __s+_—_
L LC
W

Mediul MATLAB ne permite sa calculam numeric m.d.t. (f.d.t.) din MM-ISI si MM-ISI din
m.d.t. (f.d.t.). MM-ISI asociat unei m.d.t. (f.d.t.) se numeste realizare sistemica.

Exemplul 5. Sa se scrie un program Matlab care furnizeaza realizarea sistemica asociata MM-II
(5") sau (17).

Programul foloseste functia Matlab #f2ss si are aspectul:

num =[20/9 *1e6];
den =[1 1300 /3 20/9 *1e6];
[A4, B,C, D] = tf2ss (num, den )

Primele doua linii ale programului seteaza valorile coeficientilor functiei de transfer (sau ai
MM-II) in vectorii linie num si den sub forma canonica

num =[bm,bm-1,.--, b1, bol;

den =[an,an1,- a1, aol

Ultima linie calculeaza matricele A, B, C, D corespunzétoare realizarii standard controlabile,
adica matricele MM-ISI de forma:
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GO0 gl ez & Rofhomp oo
o2 O a, a, a, a, (t)D 0
2 E:g 1 0 -0 0 2 E+ng(t)
: 0 .0 : :
O : [ O
O
8 2o o .1 o Hxe®3 0
| B=b
0 A
B D(1(t)g
(b, b. b, 0 (1) n
%/(t) = ot 2. _D[E(z Oy (t)
Dan an anl:' : |:| n
O 0 0 ——
O c=c"’ B(n(t)D b=d

C. Programul lucrarii

1) Calculati MM-II, MM-ISI si f.d.t pentru circuitul din fig. 3. Precizati polinomul caracteristic.

2) Extrageti sintaxele instructiilor: ss2tf, tf2ss si aplicati instructiile modelelor calculate la
punctul B1).

3) Folosind programul Matlab si mediul Simulink, validati tripletul de modele echivalente de la
dat, precizat de conducéatorul lucrarii. Indicatie: v. schemele Simulink din Anexa.

4) Pentru circuitul din exemplul 1 se considera conditiile initiale uc(0) =2 V si i(0) = 0.05 A.
Realizati si utilizati schema Simulink care calculeazd pe baza formulei (15) raspunsul

sistemului la un semnal de intrare dat, precizat de conducétorul lucrarii. Indicatie: v. schema
Simulink din Anexa.

i 1 R] L
D. Continutul referatului ] l .
Referatul va contine: e l T C R, l Uy

FIG.3 Sistem cu orientarea u;—u,

* Calculul modelelor cerute la Bl si analiza Valori numerice: L=3H; C= 0.15uF; R,=2 kQ
Pentru R, se considera trei situatii:

a) R=1kQ; b)Ri=2,7kQ; ¢) Ri=6,8 kQ.

acezarea acestora prin precizarea :
1) ordinului sistemului, ii) dimensiunilor
matricelor, iii) gradului polinomului caracteristic, iv) identificarea parametrilor, v)
identificarea influentei parametrilor asupra caracterului sistemului.

* Sintaxele instructiilor extrase la punctul B2).

* Schema Simulink utilizata la validarea rezultatelor.

» Rezultatele validarii, comentarii.
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E. intrebiri

1) Care sunt formele canonice ale MM-II, MM-ISI si f.d.t ale STC lineare?

2) Cum se obtine pentru un STC: 1) m.d.t. (f.d.t.) din MM-ISI, ii) f.d.t. din MM-II, iii)
polinomul caracteristic?

3) Ce fel de conversii de MM se pot realiza cu instructiile MATLAB ss2tf, tf2ss ?

4) Care este forma canonicd a MM-ISI obtinuta utilizand instructia MATLAB tf2ss? Ce
conexiuni faceti pentru a o retine?

5) Ce tipuri de semnale ati utilizat la validarea modelelor ? Ce tipuri de comportament au
prezentat sistemele ale cdror MM le-ati validat ?
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Anexa

Pentru punctul C3) :

0 MM-II:

] |

uZ"it) uz2'it) N ual o [
Step = = Ll
Integratar Scope
A
1/LC
0 MM-ISI:
ulif) W= fpctBy | 120 ]
EEm— ——»
w= CxtDu
Step State-Space Secope
0 FDT:
it 205970000007 w2ty
[ "
s+ 1200/3s+ 20497 10000007
Step Scope
Transfar Fen
Pentru punctul C4) :
J_ uict Z0/7971000000)
52+ 1:300/3s+ 20497 10000007
Step
Transfer Fen
w2 (O O = < uzh ]
32+13I:II:I.-‘33+2III."(9"1DDIIIDDEIJ +
Stepi Scope
Transfer Fend
r uZIEu 0] - 241300435
=2+ 4 20022+ 2048710000007
Stepz
Transfer Fcn2
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